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Outline 
• Caracterización del equilibrio en redes de transporte privado 

(Wardrop)

• Funciones de rendimiento y descripción de redes urbanas a 
nivel agregado.

• Formulación del equilibrio de usuario (EU) como inecuación 
variacional: caso demanda fija.

• Problema de optimización equivalente para EU.

• Formulación del óptimo del sistema (OS)

• Método de combinaciones convexas: algoritmo de Frank-Wolfe.

•  Aplicación sobre red real de Chicago.
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Funciones de rendimiento
• Modelan el comportamiento de la infraestructura (fija) para 

diversos niveles de demanda.

• Estiman el nivel de servicio asociado al uso de infraestructura 
con capacidad limitada.

• Redes de transporte urbano: representación agregada de la 
relación nivel de servicio (demora)-infraestructura vial, a nivel 
de arco.

• Demoras normalmente ocurren físicamente en los nodos, sin 
embargo para efectos de modelación se transfiere todo el 
costo a los arcos.

• Funciones BPR son las más usadas para representar estas 
relaciones 

3

3



Funciones de rendimiento
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Tiempo de viaje 
promedio en 
arco a (mins)

Flujo vehicular en 
arco a (veh/hr)

!! !

!! !
!!!!

Tiempo de 
viaje a flujo 

libre

!! !Capacidad 
arco a
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Funciones de rendimiento
• Tiene sentido calibrar estas funciones usando mediciones 

de flujo en periodos más o menos largos (períodos peak 
por ejemplo).

• Estamos asumiendo           , lo cual podría no ser tan 
realista en todos los casos, pero es muy razxonable en 
términos generales.
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Funciones BPR:

ta (xa ) = ta
0 ⋅ 1+ B ⋅ xa
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Estas funciones permiten superar la capacidad
!!
!! > 1!
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Equilibrio en redes de transporte privado

• Se debe disponer de:

★ Una representación gráfica de la red de transporte 
privado G(N,A).

★ Funciones de rendimiento asociadas.

★ Matriz origen-destino de viajes.

• Se zonifica el área de modelación y se define un 
centroide por zona + arcos conectores con alta 
capacidad.

• Trade off entre cantidad de zonas y calidad de resultados
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Equilibrio en redes de transporte privado

• Modelo de asignación determinista: definiciones.

• Conjunto K de pares origen-destino.

• Cad            tiene asociado un origen y un 
destino (                         ) y un conjunto de 
rutas que los conectan (     ).

• Definimos 

• Matriz de incidencia arco-ruta:   
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! = !!
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!!" = 1, !"!!"#$!!!!"#$%!!"#$%!!"!!"#$!! ∈ !
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Equilibrio en redes de transporte privado

• Las variables que definen el modelo son:

★  Flujo en rutas

★ Carga en arcos

★ Demanda por par O-D

★ Costos por par O-D

• Suponemos las siguientes funciones no negativas:

★ Demanda del par

★ Costo generalizado del arco 
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! = !! !∈! !
! = !! !∈! !

! = !! !∈! !
! = !! !∈! !

! → !!(!)!
! → !!(!)!
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Equilibrio en redes de transporte privado

• Definimos el costo de la ruta             como:

y denotamos      el conjunto de vectores no negativos                         

que satisfacen

★ (F0) Ecuación de demanda  

★ (F1) Conservación de flujo

★ (F2) Carga de la red

13

!! = !! ! !

!!
!∈!!

= !! !

!! = !!
!∈!
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!! ! = !!(!)
!∈!

!!" !
! ∈ !! !

Ω!
(!, !, !,!) ≥ 0!
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Equilibrio en redes de transporte privado

• Definición de equilibrio de usuario (Primer principio de Wardrop): 
para cada par O-D, en EU, el tiempo de viaje en toda ruta utilizada 
será el mismo. Además, este tiempo de viaje será menor o igual que 
aquel que podría experimentar cualquier motorista si decidiera 
cambiarse unilateralmente a una ruta no ocupada.
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Analíticamente, EU consiste en encontrar un vector                  
tal que para todo par O-D se satisfaga la siguiente condición:

(!∗ , !∗ , !∗ ,!∗) ∈ Ω!

! !! ∀!! ∈ !! ! !!(!∗) ≥ !!∗ ∧ !!∗ > 0 ⇒ !! !∗ = !!∗ ! !
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Existencia de soluciones

• El equilibrio se puede escribir como un problema de 
complementariedad en las variables de flujo en rutas y nivel de 
servicio.

• Usando tal formulación, es posible demostrar el siguiente 
teorema:
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T1: Supongamos que los costos         son continuos y 
positivos,  (                    )   y que las demandas          son 
continuas, no negativas y acotadas superiormente. Entonces, 
existe al menos un equilibrio   

!!(∙)!
!! ! > 0!!∀!!! !!(∙)!

(!∗ , !∗ , !∗ ,!∗)!
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Caracterización de soluciones

• El problema de equilibrio se puede escribir como una inecuación 
variacional.

• En general, una inecuación variacional es un problema del tipo: 
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Escribiremos el equilibrio  como una inecuación variacional 
involucrando sólo a las variables (x,q). 

!" !!"#$"%&'&!!∗ ∈ !!!"!! !∗ ∙ ! − !∗ ≥ 0!!∀!! ∈ !!

definido por un conjunto               y una función  ! ⊂ ℝ! ! !:!! → ℝ! !
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Demanda inelástica

• Consideremos el caso de demanda fija y conocida  

• Equivalente a tomar                         de modo que F0 fija la demanda.

• En particular todo equilibrio es de la forma                        .

• Definamos           al conjunto de los x’s para los cuales existe un             que 
satisface (F1) y (F2), y consideremos la IV:
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! = !! !∈! !
!! ! = !! !

(!∗ , !∗ , !,!∗)!
!! ! ! ≥ 0!

!"# !!"#$"%&'&!!∗ ∈ !! !!!!"!!!!!! !∗ ∙ ! − !∗ ≥ 0!!∀!! ∈ !! !

!∗!P1: Si                      es un equilibrio, entonces       resuelve (EDI). 
Inversamente, si       es solución de (EDI), definiendo     

y tomando              que satisfaga (F1) y (F2) el vector                     es un 
equilibrio.

(!∗ , !∗ , !,!∗)!
!∗!

!∗!!!"#"!!!!∗ = min !! !∗ : ! ∈ !! !
!∗ ≥ 0! (!∗ , !∗ , !,!∗)!
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Demanda inelástica
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En virtud de lo anterior, encontrar el equilibrio en el caso 
de demanda inelástica es equivalente a resolver (EDI). Las 
variables f intervienen sólo de manera indirecta en (EDI) 
a través de las ecuaciones (F1) y (F2) que describen      .!! !
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Inecuaciones variacionales
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!" !!"#$"%&'&!!∗ ∈ !!!"!! !∗ ∙ ! − !∗ ≥ 0!!∀!! ∈ !!

definido por un conjunto               y una función  ! ⊂ ℝ! ! !:!! → ℝ! !
• Preguntas planteadas respecto de soluciones de (IV) son su existencia, 

unicidad, caracterización y desarrollo de algoritmos para resolverlas.

• Unicidad: monotonía

Definición:                     se dice monótona si                                    

para todo                  . La monotonía es estricta cada vez que           .
!:!! → ℝ! ! ! !! − !(!!) ∙ !! − !! ≥ 0!

!! ,!! ∈ !! !! ≠ !!!

P2: Si F es estrictamente monótona, (IV) admite a 
lo más una solución.
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Inecuaciones variacionales
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!" !!"#$"%&'&!!∗ ∈ !!!"!! !∗ ∙ ! − !∗ ≥ 0!!∀!! ∈ !!

definido por un conjunto               y una función  ! ⊂ ℝ! ! !:!! → ℝ! !
Respecto de la caracterización de soluciones, una clase interesante de 
IV son aquellas en que E es convexo y la función F() admite un 
potencial. Esto es, existe una fn. escalar         tal que   !(∙)! ! ! = ∇!(!)!

En tal caso, el problema de optimización asociado

! !!!!min
!∈!

!(!)!
está estrechamenterelacionado con (IV).

P3: Todo mínimo local de (P) es solución de (IV). Recíprocamente, si 
el potencial f() es convexo, entonces toda solución de (IV) es un 
mínimo global de (P). 
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Inecuaciones variacionales
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!" !!"#$"%&'&!!∗ ∈ !!!"!! !∗ ∙ ! − !∗ ≥ 0!!∀!! ∈ !!

definido por un conjunto               y una función  ! ⊂ ℝ! ! !:!! → ℝ! !
Notemos que la convexidad de f() es equivalente a la monotonía de             .

No siempre es fácil reconocer cuando una función F() admite un potencial. 

Si F es de clase      una condición necesaria es que las derivadas cruzadas 
sean iguales, esto es,

Esta condición es suficiente si F es un abierto convexo.

∇! ! !

!!!
!!!
!!! =

!!!
!!! !

Situación simple, !! ! = !!(!!)!
en cuyo caso, ! ! = !! ! !"

!!

!

!

!!!
!
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Caso demanda inelástica
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Consideremos el problema (EDI), con fns. de costo continuas del 
tipo                   . Dado que      es convexo, toda solución de !! → !!(!!)! !! !

!" !!!!!!!!!!!!!!!!min
!∈!!

!! ! !"
!!

!

!

!!!
!

es también solución de (EDI). Si las funciones               son no-decrecientes, 
entonces (PI) es un problema convexo, y todos los equilibrios son mínimos. 
Además, si los             son estrictamente crecientes, el problema (PI) es 
estrictamente convexo y el equilibrio es único. Finalmente, para asegurar 

existencia, basta suponer que     

!!(!!)!

!!(!!)!

!! ! > 0!!!∀!! > 0!
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